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RESUELTOS

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas Y3ninutos

Conteste de manera clara y razonada una de lagpdmses propuestas. Se valoraran la
correccion y la claridad en el lenguaje (matem&gicm matematico) empleado por el
alumno. Se valoraran negativamente los erroregldalo.

OPCION A

1°) a ) Comprobar que si A es una matriz cuadradgue A> =2A-1, siendo | la matriz
identidad, entonces A es inversible. ¢, Cual espaesion de A?

5 -4 2
b ) Utilizar el apartado a ) para calcular la imgede la matria=| 2 -1 1
-4 4 -1

a)
A2=2A-1 ;; A*-2A=-I ;; 2A-A’=1 ;; A-(21 -A)=1.
Teniendo en cuenta que, por definicion de invdesana matriz, se cumple que:

A.- A" =1, de la Ultima expresion se deduce que=2I - A, que existe para cualquier
matriz A de coeficientes reales.

Nota: Falsa seria la demostracion siguiente:
A?2=2A-1 ;; A-A=2A-1 = Multiplicando por la izquierda porA
AT A-A= AT (2A-1) 5 1 -A=2AT A=A AS21-AT = AT=21-A,

Aunque se llega a una solucion idéntica, se suderentemano la existencia de
la matriz inversa.

b)
En primer lugar hay que comprobar gare=2A-1:



5 -4 2)(5 -4 2 25-8-8 -20+4+8 10-4-2
AP=A-A=| 2 -1 1| ]2 -1 1|=|10-2-4 -8+1+4 4-1-1|=
-4 4 -1) (-4 4 -1) (-20+8+4 16-4-4 -8+4+1

—84}
-3 2
8 -3
5 -4 2 1 00 10 -8 4 1 00 9 -8 4
2A-1=2./2 -1 1|-/0 1 0|={4 -2 2 |-/0 1 0= 4 -3 2
-4 4 -1) (0 01 -8 8 -2) 10 0 1 -8 8 -3

En efecto,A*> =2A-1, por lo cual sera™ =A-1:

2 00 5 -4 2 -3 4 -2
A*=2I-A=|0 2 0|-] 2 -1 1|=|-2 3 -1].
00 2 (-4 4 -1 4 -4 3
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2°) Dados el punto A(1, 3, 0) y el plame= x+2y+z-1=0, determinar las coordenadas

del punto A’ simétrico de A con respecto al plan€&alcular la distancia de A’ al plano
TT.

AL, 3,0 —
( ) Un vector normal de es n =(1, 2, 1).

7 La rectar es la que pasa por el punto P y e
Q perpendicular al plano, por lo tanto su vector di-
rector es el vector normal del planpsu expre-
sion por unas ecuaciones parameétricas es la s
x=1+A
Ay, 2) guiente:r ={y=3+21.
r z=A

El punto Q, interseccion del planp con la recta r, tiene que satisfacer las ecua
ciones de ambos, por lo tanto:

JT=X+2y+z-1=0
X=1+A

r=<y=3+21
z=A

= (1+1)+2(3+24)+A-1=0;;1+A+6+41+A-1=0;,6A+6=0=

= A+1=0;; A=-1 = Q(0, 1 -1).
Para que A’ sea el punto simétrico de A maapecto an, tiene que cumplirse que:
AQ=QA = Q-A=A-Q; (0,1 -1)-(1 3 0)=(x v, 2)-(0,1 -1);;
x=-1

(-1 -2 -1)=(x, y-1, z+1) = {y-1=-2 - y=-1; = A(-1 -1 -2).

z+1=-1 - z=-2

La distancia del punt®,(x,, y,. z) al plano genéricor= Ax+By+Cz+D =0 Vie-
| Ax, + By, +Cz +D|
JA+B +C?

ne dada por la formulat(p,, )=

Aplicando la formula al plan@ =x+2y+z-1=0 y al punto A’(-1, -1, -2) :

L ED+2: (-2 |-1-2-3]_ 6 _ g aia ),

JE+22+1? 144+l 6
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d(A, 77)=




2 —
3°) Considera la funcién real definida en todalza real porf(x)= (3)2( )1
X“+1

a) Calcularf'(x) y f"(x) dando los resultados completamente simplificados.

b ) Determinar los maximos y minimos de la fundii.

a)

f'(X)= 6X - (x2 +1)2 _(3x2 _ ]) .. (X2 + ]) 2% _ 6x - (Xz +1)—4X -(3X2 _1)
e +1) (¢ +1]

_ 6 +6x—12¢ +4x _ —6x* +10x _ - 2x(3x* -5) _ £(x)
(X2 + 1)3 (Xz + 1)3 (X2 + 1)3 .

w(y) = (—18x2 +10) : (x2 +1)3 + 2x(3x2 - 3 -3 (x2 +1)2 - 2X
= (x2 +1)6

_(-18x? +10) - (x* +1)+12x3(3x* =5) _ —18x" ~18x* +10x +10+36x* ~60x* _ 18x* ~68x* +10 _
) ) )

- Z(QXEXZ ?ﬁj *5)- t(0).

b)
Una funcion tiene un extremo relativo para looked de x que anulan la primera
derivada.

f— 2_
f'(x)=0 = M:O o —2x(3x*=5)=0; x =0 3x*-5=0;; 3x* =5 ;;
e +1)
xzzg X =+ g:igz x2:+§ - &?%-

Para diferenciar entre maximos y minimos se reaiteesegunda derivada; si el
valor es positivo para los valores que anulanilagna derivada, se trata de un minimo
relativo y, si es negativo se trata de un maximo.

f"(O)=M=1—O=10>O = Minimo relativo para x = 0.




f(0)=+——=—-=-1 = Minimo relativo: A0, -1).

Teniendo en cuenta que f(x) es una funcién parseof(-x)= f(x), es simétrica
con respecto al eje de ordenadas.

O ] (o) 2o
[

2_(30_170j 2_(90—170) ,.—80

e 1)

3 _“ 3 J15
)

— 3 Avi =4
(+) = (+) (+ <0 = Maximos para x== 3
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3

N x* +1

a ) Calcular F(x) tal que'(x)= f(x) para cualquier valor de x.

4°) Dada la funciéne(x) =

1 3
b ) Calcular la integral = X dx
!.‘\/x“ +1

a)
x*+1=t
) dx=[—=—=-dx=1{". 7 = Flt)==[—=== t2 dt=
'[ '[ X+l {Xsdt:%dt} '[ J.
W 1
S O O | 1
. _1+1+C—4 1 C—Z\/f+C:>F(x)—2 X"+1+C.
2
b)

RS Wt B W il W 1 _
-£ Tﬂ-dx_{E X +1L_§«/1 +1—§\/o +1_—f— ﬁ_—(f—)_l.
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OPCION B

X X+1 x+2
1°) a ) Sin desarrollar el determinante, comprojoi@|x x+3 x+4|=0.
X X+5 Xx+6

b ) Determinar el rango del siguiente conjunto eetores:

{U=(-20-3 v=(-1314), w=(215 -1).

Se van a utilizar las siguientes propiedades:
.- Si un determinante tiene dos filas iguales @eroionales, su valor es cero.

.- Si todos los elementos de una fila o columndescomponen en dos 0 mas su-
mandos, entonces el determinante es igual a la derfes determinantes que tienen
en esa fila o columna el primero y segundo sumandspectivamente, y en las de-
mas los mismos elementos que el determinante linicia

.- Si los elementos de una linea (fila o colummainsiltiplican o dividen por un nu-
mero, el valor del determinante queda multiplicaabvidido por dicho namero.

X X+1 x+2 X X X+2| |[x 1 x+2 X 1 x+2 x 1 x|/ |[x 1 2
X X+3 X+4|=|X X X+4|+|x 3 x+4|=|x 3 x+4|=|x 3 X|+|x 3 4|=
X X+5 Xx+6 X X X+6| |[X 5 x+6 X 5 x+6 X 5 x|/ [x 56

x 1 2 Ix 1 1+1] |x 1 1] |x 1 1 |[x 1 1 111
=|x 3 4|=|x 3 3+1j=(x 3 3|+|x 3 1/=(x 3 1l=x-1 3 1|=x-0=0
X 5 6| |x 55+1 |[x 5 5/ [x 51 |x 5 1 151 -

b)
El rango del conjunto de vectores dado ealigue el rango de la matriz que deter-
minan:

1 -2 0 -3
Rango{U:(J, -2,0,-3), v=(-1314), w=(215 —1)}: Rango|-1 3 1 4
2 1 5 -1

. . . L, 1
El rango de la matriz anterior es, por dimensida,y =2 por ser‘ 1 3 #0.




Vamos a ver si tiene rango 3, para lo cual essaeque todos los determinan-
tes de orden 3 que pueden formarse sean distiatosrd.

1 -2 0
{c.c,.cl=1]-1 3 1|=15-4-1-10=15-15=0
2 1 5
1 -2 -3
{c.c,,c}=]-1 3 4|=-3+3-16+18-4+2=23-23=0}+= Rango=2.
2 1 -1
-2 0 -3
c,,c..C}=|3 1 4|=2-45+3+40=45-45=0
1 5 -1

Rango{u =(1 2,0, -3), v=(-1314), w=(2,15 -1)f=2

Otra forma diferente de calcular el rango de ladores es determinando si son 0
no linealmente independientes.

Es evidente que los vectoresy v son linealmente independientes, por lo cual
el rango del conjunto es mayor e igual que 2.

Si los vectoreiU:(J, -2,0,-3, v=(-1314), w=(215 —1)} son linealmente
dependientes tiene que cumplirse quea - v+ w, siendoa, SOR.

-—a+2p=1
- — = = . - 30“+[?:-_2 =1 - :EE"
L-20-3)=a-(-1314)+8 {215 -1)= wispmo = PELE BT
da-L[=-3

a:—Sﬂ:—gza - U:—$V+%W.

Los vectores{ﬂ =1 -20 -3, v=(-1,314), w=(215 —1)} son linealmente
dependientes y su rango es 2, como esperadbamos.
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2°) Determinar la ecuacion del plamgue pasa por los puntos A(1, 0, 0) y B(0, 2, 0) y
corta al eje OZ en el punto C(0, 0, c) con ¢ >|@tee el area del triangulo ABC vale
J6 unidades cuadradas.

Los puntos A(1, 0, 0), B(0, 2, 0) y C(0, 0, c) detman los vectoresi = AB y
v = AC, que son los siguientes:

u=AB=B-A=(0,20)-(100)=(-120).

v=AC=C-A=(0,0¢)-(1,0,0)=(-10, c).

Sabiendo que el area del triangulo es la mitadraelulo del producto vectorial
de los dos vectores que lo determinan:

ik
S= f:>— ‘umv‘ =.J-120 :%-|20i+2k+cj|:%-|Zci+cj+2k|:
-1 0 c

=%-\/(2c)2+cz+22 ;26 =VAc? +C? +4=+/5c2 + 4 ;; 24=5¢2 + 4 ;; 20=5¢% ;; c2=4 ;.
c=+/4=%2 = Como tiene que ser ¢ > 0, la solucidén es c = 2.

Son vectores directores del planpedidou =(-1,20) y v=(-1 0, 2). Conside-
rando, por ejemplo, el punto A(1, 0, 0), la ecuagéneral de es la siguiente:

x-1

n(A; u, V)s -1

-1

=0;; 4(x—1)+22+2y:0 5 2(x—1)+ z+y=0;;

O N
N O N

2X—-2+y+z2=0= m=2x+y+z-2=0.
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3°) Considere la ecuaciori + Ax* -2x =1 siendoi una constante mayor que 2. Usando
los teoremas de Bolzano y Rolle, probar que la@énaadmite una Unica solucidén no
negativa y mas pequefa que 1.

Se considera la funciom(x)=x* + Ax? -2x-1. Por tratarse de una funcién polind-

mica es continua y derivable en todo su dominie, esl R, por lo cual, lo sera en cual-
quier intervalo real que se considere.

El teorema de Bolzano dice que “si una funciés €entinua en un intervalo ce-
rrado [a, b] y en los extremos de éste toma valdeedistinto signo, entonces existe al

menos un valocO(a, b) tal quef(c)=0".

Teniendo en cuenta qud0)=-1<0 y f(1)=1+1-2-1>0, por sem > 2, segln el
Teorema de Bolzano, en el intervalo (0, 1) la fanci(x) tiene, al menos, una raiz
x=a, teniendo que ser 0c<1, valor no negativo y menor que 1, y tal qug £ 0.

Vamos a demostrar ahora que la raiz es Unica.
Supongamos que existe otra "d", tal quedd<d < 1. Aplicamos Rolle er(d)

Como f(x) es una funcion continua en el intervalod] y derivable end,d) y se cum-
ple que f@) = f(d) = 0, existe al menos un punto ¢ d@l) que esta incluido en (0,1) tal
que f'(c) = 0.

f'(x)=3x*+2Ax-2=0 ;; X

_ 24 +/44% +24 _ 24 + 2% +6 _ A +JA%+6
6

6 3

_1_./122
3&:u<0 o X2
3

_—A+F+6

3

>0.

Tomando las soluciones de f '(x) e igualandolasra (puesto que tiene que existir un
nuamero ¢ deo,d) que esté incluido en (0,1) tal que f'(c) =t@hemos :

_x -2 INYRNEY )
%:o y ANAT+e “3’“6:0, es decir-1 = /4" +6, elevando al cuadrado ambos

miembros tenemod? =A% + 6, de donde 0 = 6, es decir tenemos que Ocdudl es
absurdo. Este absurdo viene de suponer que hagadtraon en el intervalo (0,1).
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)
4°) Seal =
) £3+\/§

-dx:

a ) Expresar | aplicando el cambio de variabia®.

b ) Calcula el valor de I.

a)
. =t? . =t| x=1-t=1 t t
= 2 gx o |XTU VX :ji-ztdtqu-dt:l.
2 3+4/x dx=2tdt |[x=0-t=0| = {3+t ) 3+t
b)
1 1 1 1
_4j3+t 3-dt:4j(1—ij-dt=4jdt—12ji-dt=4-[t]3—12'1:4'(1‘0)‘12'1=
. 3 o\ 3+t ° 53+t
=4-121,=1. (¥
h 3+x=u|lx=1-u=4 €
I1=fi-dt: - |1:j1-du:[|_u];‘=|_4—L3:|1.
5 3+t dx=du|x=0-u=3 U -

Sustituyendo el valor deg &€n la expresion (*):

| =4-12(L4-L3)
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